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Развита теория когерентного рентгеновского излучения, возбуждаемого пучком релятивистских
электронов в искусственной периодической структуре и распространяющегося вдоль оси электрон-
ного пучка. В геометрии рассеяния Брэгга получены выражения, описывающие спектрально-угловую
плотность параметрического рентгеновского излучения в направлении, близком к вектору скорости
электронов (ПРИВ), переходного излучения (ПИ), и их интерференцию. Анализ, проведенный
на основе полученных выражений для спектрально-угловой плотности, показывает возможности
их использования для определения оптимальных параметров эксперимента по регистрации ПРИВ.
Показаны преимущества эксперимента по регистрации ПРИВ при низкой энергии электронов
(  50 МэВ).
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1. ВВЕДЕНИЕ
Когерентное рентгеновское излучение реляти-
вистского электрона в искусственной периодиче-
ской структуре в приближении динамической
теории дифракции в виде вкладов параметриче-
ского рентгеновского излучения (ПРИ) и дифра-
гированного переходного излучения (ДПИ) впер-
вые рассматривалось в работе [1]. ПРИ в искус-
ственной периодической структуре возникает
вследствие дифракции псевдо-фотонов кулонов-
ского поля релятивистского электрона на слоях
мишени аналогично тому, как вследствие ди-
фракции на системе параллельных атомных плос-
костей возникает ПРИ в монокристалле [2, 3]. Ди-
фрагированное переходное излучение является
следствием дифракции на слоях мишени фотонов
переходного излучения, генерируемого на вход-
ной поверхности мишени, по аналогии с ДПИ в
монокристалле [4–6]. Динамическая теория из-
лучения релятивистских электронов в периоди-
ческих слоистых средах [1] хорошо описывает
экспериментальные данные, представленные в
работе [7].
Необходимо отметить, что традиционно про-
цесс излучения в периодических слоистых средах
рассматривался в геометрии рассеяния Брэгга и
только для частного случая симметричного отра-
жения поля электрона относительно поверхности
мишени, когда угол между поверхностью мишени
и отражающими плоскостями равен нулю. Такое
рассмотрение было проведено и в работе [1]. Про-
цесс когерентного рентгеновского излучения ре-
лятивистского электрона в периодической слои-
стой структуре в общем случае асимметричного
отражения в геометрии рассеяния Брэгга впервые
рассматривался в работе [8], а позже для пучков
релятивистских электронов − в работе [9]. Прояв-
ление эффектов динамической дифракции в ко-
герентном рентгеновском излучении релятивист-
ских электронов, пересекающих искусственную
периодическую структуру, в геометрии рассеяния
Лауэ подробно проанализировано в работе [10].
Теория ПРИ релятивистской частицы в мо-
нокристалле предсказывает излучение не толь-
ко вблизи направления рассеяния Брэгга, но
также и вблизи направления скорости частицы
(ПРИВ − ПРИ вперед) [11, 12]. Теоретическое
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монокристалле в общем случае асимметричного
относительно поверхности мишени отражения
кулоновского поля электрона в геометрии рассе-
яния Лауэ было представлено в работе [13]. Де-
тальное теоретическое описание ПРИВ реляти-
вистского электрона в монокристалле для случая
симметричного отражения в геометрии рассея-
ния Брэгга было дано в работе [14]. ПРИВ обна-
ружено экспериментально только в монокристал-
ле и только в геометрии рассеяния Лауэ [15].
Необходимо отметить, что ПРИВ релятивист-
ских электронов в периодической слоистой среде
экспериментально не наблюдалось. ПРИВ явля-
ется динамическим эффектом, и эго эксперимен-
тальная регистрация очень важна для динамиче-
ской теории когерентного рентгеновского излу-
чения.
В настоящей работе рассматривается коге-
рентное рентгеновское излучение пучка реляти-
вистских электронов в периодической слоистой
среде в направлении, близком к направлению оси
пучка в геометрии рассеяния Брэгга, для общего
случая асимметричного отражения поля электро-
на относительно поверхности мишени. Получены
и исследованы выражения, описывающие спек-
трально-угловую плотность излучения.
ГЕОМЕТРИЯ ПРОЦЕССА ИЗЛУЧЕНИЯ
Рассмотрим пучок релятивистских электро-
нов, пересекающих периодическую структуру в
геометрии рассеяния Брэгга (рис. 1), состоящую
из чередующихся слоев толщиной  и  и диэлек-
трическими восприимчивостями, соответственно,
 и  (  период слоистой мишени). От-
ражающие слои расположены под некоторым
углом  к поверхности мишени (рис. 1), что со-
ответствует случаю асимметричного отражения
1l 2,l
1χ 2χ 1 2T l l= +
δ
поля излучения (  − частный случай симмет-
ричного отражения). Введем угловые перемен-
ные   и  в соответствии с определениями ско-
рости релятивистского электрона  и единичных
векторов:  (в направлении импульса фотона, из-
лученного вблизи направления вектора скорости
электрона) и  (в направлении рассеяния Брэгга):
(1)
где  − угол излучения когерентного рентгенов-
ского излучения (ПРИ и ДПИ) в направлении
рассеяния Брэгга, отсчитываемый от оси детекто-
ра излучения   − угол отклонения рассматри-
ваемого электрона в пучке, отсчитываемый от оси
электронного пучка   − угол когерентного
рентгеновского излучения вблизи направления
скорости релятивистского электрона (ПРИВ и
ПИ),  − Лоренц-фактор электрона.
Угловые переменные рассматриваются в виде
суммы составляющих, параллельных и перпенди-
кулярных плоскости рисунка:  ψ =
 ПРИВ и ПИ будем рассматривать в
направлении вектора  (рис. 1). Угол  будем
называть начальной расходимостью пучка из-
лучающих электронов (рис. 1). Угол  опреде-
ляет конус, ограничивающий часть пучка элек-
тронов, за пределами которого плотность электро-
нов уменьшается более чем в  раз по сравнению
с плотностью на оси пучка.
СПЕКТРАЛЬНО-УГЛОВАЯ
ПЛОТНОСТЬ ИЗЛУЧЕНИЯ
При решении задачи будем рассматривать урав-
нение для Фурье-образа  = 
 электромагнитного поля, возбуж-
даемого электроном в периодической слоистой
среде, следующее из системы уравнений Макс-
велла:
(2)
где  − Фурье-образ плот-
ности тока излучающего электрона,  − сред-
няя диэлектрическая восприимчивость периоди-
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Фурье разложения диэлектрической восприим-
чивости периодической структуры по векторам 
(3)
где  
Вектор  аналогичен вектору обратной решет-
ке в кристалле, он перпендикулярен слоям мише-
ни и его длина ровна   В
случае  выражение (2) описывает электри-
ческое поле в однородной аморфной среде.
Величины  и  в рассматриваемой периоди-
ческой структуре имеют следующий вид:
(4)
Из (4) следуют используемые далее соотношения:
(5)
Влияние вещества на формирование и распро-
странения излучения определяется только вели-
чинами  и  При этом вблизи передней
и задней границы мишени (на толщине порядка
толщины наибольшего слоя) эти величины будут
меняться вдоль границы, так как будут меняться
вдоль границы толщины слоев  и  так как они
будут обрезаны. Но, поскольку когерентное фор-
мирование и рассеяния излучения происходит на
большом количестве слоев, изменение рассмат-
риваемых величин  и  вблизи границ
мишени никак не скажется на спектрально-угло-
вой плотности излучения.
Так как излучаемое релятивистским электро-
ном электромагнитное поле в рентгеновском
диапазоне частот является поперечным, то пада-
ющая  и дифрагированная в периодиче-
ской слоистой среде  электромагнит-
ные волны, определяются двумя амплитудами с
разными значениями поперечной поляризации:
(6)
где векторы  и  перпендикулярны вектору 
а векторы  и перпендикулярны вектору
 Векторы   лежат в плоскости век-
торов  и  ( -поляризация), а векторы  и 
перпендикулярны ей ( -поляризация). В рамках
двухволнового приближения динамической тео-
рии дифракции уравнение (2), с учетом (6), сво-
дится к хорошо известной системе уравнений [16]:
(7)
Величины  и  в системе уравнений (7)
определены следующим образом:
(8)
где  − угол между осью пучка электрона и отра-
жающими слоями (угол Брэгга). Длина вектора
обратной решетки определяется выражением g =
 где  − частота Брэгга. Система
уравнений (7) при  и  описывает поля -
поляризованные. При  система (6) описыва-
ет поля -поляризованные, при этом, если 2θB <
 то  а в противном случае 
Рассмотрим наиболее интересный случай, когда
длина пути электрона в пластинке 
 больше длины экстинкции рентгеновских
волн в периодической слоистой среде, то есть
 что является условием проявления
динамических эффектов в излучении. В то же
время будем рассматривать периодическую слои-
стую среду как тонкую непоглощающую мишень,
в которой длина пути фотона в мишени 
будет значительно меньше длины поглощения
рентгеновских волн в периодической слоистой
среде  =  то есть
 Для процесса когерентного рентге-
новского излучения пучка релятивистских элек-
тронов аналогично работе [8], получим выраже-
:g
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Так как в области рентгеновских частот выпол-
няется неравенство  то 
является быстрой функцией от частоты , поэто-
му для дальнейшего анализа спектров ПРИВ и
ПИ очень удобно рассматривать  или 
как спектральную переменную, характеризую-
щую частоту 
Для фиксированного значения  параметр
асимметрии  определяет ориентацию входной
поверхности мишени относительно отражающих
слоев.
При уменьшении угла падения  элек-
трона на мишень параметр  становится отрица-
тельным и далее возрастает по модулю (в предель-
ном случае ), что приводит и к возраста-
нию  Напротив, при увеличении угла падения 
убывает (предельный случай ). В случае сим-
метричного отражения, когда  параметр
асимметрии  На рис. 1 указано положитель-
ное направление угла 
Параметр  принимающий значения в про-
межутке  определяет степень отраже-
ния поля электрона слоев мишени, которая обу-
словливается характером интерференции волн,
отраженных от разных слоев: конструктивным
( ) или деструктивным ( ).
Спектральная функция  (9б) представле-
на в виде слагаемых, описывающих вклады в спектр
ПРИВ двух ветвей рентгеновских волн  и 
а также их интерференционного слагаемого 
Каждой рентгеновской волне соответствуют вол-
новые векторы, длины которых имеют вид:
(11)
Выражениe (11) следуeт из решения дисперсион-
ного уравнения  –
–  следующего из (7).
Вклад первой  и вклад второй  ветви
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(12a)
(12б)
Поскольку параметр  то можно показать,
что уравнение (12б) имеет решение всегда, а урав-
нение (12a) разрешимо только при условии
 Решение уравнений (12a) и (12б) опре-
деляет частоту, в окрестности которой сосредото-
чен спектр фотонов ПРИВ, излучаемых под фик-
сированным углом наблюдения. Из уравнений (12)
следует, что максимум спектра ПРИВ всегда рас-
положен вне области полного отражения (экс-
тинкции):  = 
Длина волнового вектора в этой области частот
принимает комплексные значения даже в отсут-
ствии поглощения: подкоренное выражение в (11)
отрицательно. Область полного отражения опре-
деляется следующим неравенством:
(13)
из которого видно, что ширина этой области
определяется величиной 
Получено выражение, описывающее спектраль-
но-угловую плотность переходного излучения:
 (14а)
 (14б)
Выражение (14) справедливо для всех возмож-
ных значений величин  и существенно от-
личается от формулы для ПИ из аморфной пла-
стины той же толщины L. Это отличие вызвано
эффектами динамической дифракции. Оно явля-
ется значительным только в окрестности Брэг-
говской частоты  Вне окрестности
 спектральная функция принимает
вид хорошо известного выражения для ПИ, в
аморфной диэлектрической пластинки:
(15)
Из выражения (15) следует, что деструктивная
интерференция волн ПИ, испущенных из вход-
ной и выходной поверхности мишени, будет пол-
ностью подавлять частоты далекие от частоты
Брэгга при резонансном условии:
(16)
Получено выражение, описывающее интерфе-
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Выражения  и  описывают
интерференцию переходного излучения с первой
и второй ветвью ПРИВ.
Выражения (9), (14) и (17), описывающие
вклады в спектрально угловую плотность излуче-
ния релятивистского электрона ПРИВ, ПИ и их
интерференционного слагаемого с учетом откло-
нения направления скорости электрона  от на-
правления оси электронного пучка  заданного
углом  представляют главный результат
настоящей работы. Эти выражения получены для
общего случая асимметричного отражения поля
электрона относительно поверхности мишени и
содержат зависимость от коэффициента асим-
метрии 
ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ И АНАЛИЗ 
СПЕКТРАЛЬНО-УГЛОВЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК ИЗЛУЧЕНИЙ
Используя полученные выражения (9), (14) и
(17) проведем численные расчеты для различных
параметров и проанализируем свойства когерент-
ного рентгеновского излучения, а также возмож-
ность для наблюдения ПРИВ релятивистских
электронов, генерируемое в периодической слои-
стой среде. Для определенности рассмотрим ко-
герентное излучение в периодической слоистой
среде, состоящей из слоев с диэлектрическими
восприимчивостями  и  вблизи
окрестности частоты Брэгга . Вычисления спек-
трально-угловой плотности когерентного рентге-
новского излучения проведем для −поляризо-
ванных волн ( ), первой гармоники  От-
клонение направлении скорости электрона в
пучке от оси пучка будем считать равной нулю
 ( ). Толщины отражающий сло-
ев одинаковы  при этом средняя ди-
электрическая восприимчивость в мишени 
Будем рассматривать случай, когда выполня-
ется неравенство  то есть вклад будет да-
вать только вторая ветвь ПРИВ. Численные рас-
четы показывают, что при рассматриваемых нами
параметрах выполняется неравенство  при
этом минимальный параметр асимметрии при
котором отсутствует первая ветвь ПРИВ: 
Необходимо отметить, что в случае  при
рассматриваемых параметрах, спектрально-угло-
вая плотность второй ветви ПРИВ будет суще-
ственно превышать спектрально-угловую плот-
ность первой ветви. Запишем выражение, описы-
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вой плотности ПРИВ релятивистского электрона
от угла наблюдения  при этом будем полагать
 На рис. 2 представлены кривые, построен-
ные по формуле (18а), описывающие спек-
трально-угловые плотности ПРИВ при различ-
ных углах наблюдения, для  Функция,
описывающая угловую часть ПРИВ: 
 имеет максимум в точке
 Для рассматриваемых парамет-
ров  и  этот угол равен 
 мрад, что и демонстрирует кривая, приведен-
ная на рис. 3. Однако, угол максимума спектраль-
но-угловой плотности ПРИВ, в рассматриваемом
случае, имеет значение  мрад (рис. 2). Это
связано с тем, что максимум динамической спек-
тральной функции  увеличивается с уменьше-
нием угла наблюдения  данный эффект демон-
стрируют кривые, представленные на рис. 4. Важ-
но отметить, что кинематическая теории ПРИ, не
предсказывает пик ПРИВ.
На рис. 5 представлены кривые, демонстриру-
ющие рост спектрально угловой плотности ПРИВ
при увеличении пути электрона в мишени b(1) =
 выраженной в двойной длине экс-
тинкции.
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Полученное выражение (18а) предсказывает
влияние асимметрии отражения поля электрона
относительно поверхности мишени на спектраль-
но-угловую плотность излучения. Рассмотрим за-
висимость спектрально-угловой плотности ПРИВ
при фиксированном угле наблюдения от асим-
метрии отражения. Кривые, построенные по фор-
мулам (18а) и представленные на рис. 6, демон-
стрируют рост амплитуды спектрально-угловой
плотности ПРИВ с уменьшением параметра асим-
метрии  при этом ширина спектра уменьшается.
Например:  (при  и ), 
,ε
0.5ε = Bθ =10° 3.4δ = ° 1.5ε =
(при  и ). Случай симметричного
отражения соответствует 
Ввиду того, что переходное излучение будет
являться фоном при экспериментальной реги-
страции ПРИВ и исследовании его свойств, то
необходимо проанализировать спектрально-уг-
ловую плотность ПИ и влияние вклада интерфе-
ренции ПРИВ и ПИ в когерентное рентгеновское
излучение. На рис. 7 представлены кривые, по-
строенные по формуле (14а), описывающие спек-
трально-угловую плотность переходного излучения
при фиксированном угле наблюдения. Кривые по-
Bθ 10= ° 2δ = − °
1 ( 0).ε = δ =
Рис. 2. Спектрально-угловая плотность ПРИВ. Пара-

















θ 0,= 200,γ = ( ) 10,sb = 1.ε =
Рис. 3. Угловая часть спектрально-угловой плотности
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 = 2 мрад
θ 0,= 200,γ =
( ) 10,sb = 1.ε =
Рис. 5. Спектрально-угловая плотность ПРИВ при
различном пути электрона в мишени. Параметры:















θ 6⊥ = θ 0,= 200,γ = 1.ε =
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строены при различных значениях параметра b(1) =
 Сплошная кривая на рис. 7, построен-
ная при параметре  соответствует резо-
нансному условию (16), при  Из рисунка
видно, что небольшое увеличение параметра 
(пути электрона в мишени) приводит к уменьше-
нию спектрально-угловой плотности ПИ справа и
увеличению ее слева, что может быль полезно при
экспериментальной идентификации пика ПРИВ.
В некоторых случаях существенной может быть
деструктивная интерференция волн ПРИВ и ПИ.
На рис. 8 представлены кривые, построенные по
формулам (18а), (14а) и (17а), описывающие спек-
трально-угловые плотности ПРИВ, ПИ и их ин-
терференцию. Из рисунка следует, что хотя усло-
вие подавления фона переходного излучения вда-
ли от частоты Брэгга  ( ) выполняется,
однако существенна деструктивная интерферен-
ция волн ПРИВ и ПИ, что может затруднить
экспериментальную регистрацию ПРИВ в этих
условиях.
На рис. 9 представлены кривые, аналогичные
кривым рис. 8, но при  Из рис. 9 следует
конструктивная интерференция волн ПРИВ и ПИ,
хотя волны ПИ, имеющие частоты далекие от ча-
стоты Брэгга, не подавляются.
На рис. 10 представлены кривые аналогичные
кривым рис. 8, но в асимметричном случае, при
 Из рисунка следует многократное увели-
чение спектрально-угловой плотности ПРИВ (по











излучений в случае меньшей энергии релятивист-
ских электронов (при ). Угол максимума
спектрально-угловой плотности ПРИВ в рассмат-
риваемом случае имеет значение  мрад. На
рис. 11, 12 построены кривые, описывающие
спектрально-угловые плотности ПРИВ, ПИ и их
интерференцию. На рис. 11 кривые построены в
случае в основном конструктивной интерферен-
ции ПРИВ и ПИ. На рис. 12 интерференция
100γ =
max 9⊥θ ≈
Рис. 6. Влияние асимметрии отражения на спектраль-
но-угловую плотность ПРИВ при фиксированном уг-



















θ 6⊥ = θ 0,=
200,γ = ( ) 10.sb =
Рис. 7. Спектрально-угловая плотность ПИ при раз-














(1).b θ 6⊥ = θ 0,= 200,γ =
1.ε =
Рис. 8. Спектрально-угловые плотности ПРИВ, ПИ и













θ 6⊥ = θ 0,=
200,γ = (1) 11.b =
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ПРИВ и ПИ деструктивна, однако фон переход-
ного излучения в области пика ПРИВ очень мал.
Этот фон подавлен за счет деструктивной интер-
ференции волн переходного излучения из перед-
ней и задней границы, то есть выполняется усло-
вие (16). Необходимо отметить, существенное
уменьшение амплитуды пика ПРИВ при 
по сравнению с  однако фон переходного
излучения уменьшается еще больше.
Рассмотрим спектрально-угловую плотность
излучений в случае меньшей энергии релятивист-
ских электронов, при  Угол максимума
спектрально-угловой плотности ПРИВ в этом слу-
чае  мрад. Из рис. 13 и  14 следует, как и
ожидалось, еще большее уменьшениe фона пере-
ходного излучения, относительно амплитуды пи-
ка ПРИВ.
Если это необходимо, то формулы (9), (14) и
(17) позволяют провести их усреднение по всем
возможным прямолинейным траекториям элек-
тронов в пучке. Например, в случае распределе-
ния Гаусса электронов в пучке: 
 усреднение спектрально-угло-
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С целью учета многократного рассеяния излу-
чающих электронов в среде можно провести усред-
нение спектрально-угловых плотностей излу-
чений по угловому распределения электронов в
пучке в виде функции Гаусса, меняющейся с дли-
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Рис. 10. Спектрально-угловые плотности ПРИВ, ПИ
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Рис. 11. Спектрально-угловые плотности ПРИВ, ПИ
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то есть усредним по расширяющемуся пучку пря-
молинейных траекторий излучающих электронов
на длине пути электрона в мишени  Здесь
 − средний квад-
рат угла многократного рассеяния электрона на
единице длины [17],   −
радиационная длина. Усреднение спектрально-уг-
ловых плотностей, в этом случае, будет иметь вид:
(21)
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Развита динамическая теория когерентного
рентгеновского излучения, возбуждаемого в пе-
риодической слоистой среде пучком релятивист-
ских электронов в направлении, близком к оси
пучка. Процесс излучения рассмотрен в геомет-
рии рассеяния Брэгга для общего случая асиммет-
ричного отражения поля электрона относительно
поверхности мишени. На основе двухволнового
приближения динамической теории дифракции
получены выражения, описывающие спектраль-
но-угловые плотности ПРИВ, ПИ и интерферен-
ционное слагаемое. Показана возможность на-
.eL
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блюдения ПРИВ. Показано, что интерференция
ПРИВ и ПИ может быть, как конструктивной,
так и деструктивной. Уменьшение параметра асим-
метрии  может привести к существенному росту
амплитуды спектрально-угловой плотности ПРИВ.
Уменьшение энергии излучающих электронов
приводит к уменьшению амплитуды спектраль-
но-угловой плотности ПРИВ, однако положи-
тельным моментом является существенное умень-
шение фона переходного излучение в этом случае.
Проведенный анализ и полученные в настоя-
щей работе выражения для спектрально-угловых
плотностей ПРИВ, ПИ (и их интерференции)
можно использовать для определения оптималь-
ных параметров эксперимента по регистрации
ПРИВ-пучка релятивистских электронов, пере-
ε
Рис. 13. Спектрально-угловые плотности ПРИВ, ПИ
и их интерференция. Параметры:  мрад,
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секающих мишень из периодической слоистой
среды.
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Coherent X-ray Radiation Generated in Direction Near the Relativistic
Electron Beam Axis in an Artificial Periodic Structure
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Theory of coherent X-ray radiation exited in artificial periodic structure by a beam of relativistic electrons in
direction close to the beam axis is developed. The expressions describing spectral-angular density of paramet-
ric X-ray radiation in direction close to the electron velocity vector (FPXR) and of transition radiation (TR)
and their interference are derived for Bragg scattering geometry. The analysis carried out based on expressions
for spectral-angular density obtained show the opportunities of their use for determination of optimal param-
eters of the experiment on the FPXR registration. The advantages of experiment on FPXR registration at low
the electron energy ( ) is shown.
Keywords: artificial periodic structure, parametric X-ray radiation, dynamical diffraction, beam of relativistic
electrons.
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